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przez 


Władysława Natansona. 


Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. w d. 3 kwietnia 1892 r.; 
ref. członek Witkowski. 


dE EZ PSZ 


1. Będziemy uważali w pracy niniejszej dowolny układ matery- 
jalny 4, który ulega oddziaływaniu termodynamicznemu innych ciał 
materyjalnych c”, e”, ... stanowiących jego otoczenie. Nie czyniae żadnych 
zastrzeżeń co do temperatury układu A, lub co do temperatur jego 
rozmaitych części, założymy, przeciwnie, co do ciał e”, e”,..., iż tem- 
peratura w każdem z nich jest jednostajna; oznaczymy przez ť, £”,... 
temperatury bezwzględne tych ciał. Przypuścimy dalej, że stan układu A 
i ciał e, ©”,... zależy od wartości zmiennych niezależnych p,, Pas- Pm 
(ogólnie p,) czyli parametrów; lecz nie rozstrzygamy, czy temperatury 
t,t',... należą do liczby zmiennych niezależnych p,, czy też zostały 
obrane za funkcyje tych zmiennych. 

Przypuśćmy, że w nieskończenie małej (odwracalnej lub nieodwra- 
calnej) przemianie termodynamicznej układ wykonywa na zewnatrz pracę 
elementarna 


r. . 
t=n 


W = 2 P.Bqi, (1) 


gdzie przez q; oznaczono wielkości, których zmienność jest połączona 

z wykonywaniem pracy, a P,, określone moca samego założenia, sa 

spółezynnikami dynamicznemi układu, lub „siłami* termodynamicznemi 
Rozprawy mat.-przyr. T. XXIV. 18 


www.rcin.org.pl 


eg 


"TST" gf "I" "W 


(p A. w" 6 zen W ACER, 


kola a tasdojia "As. A TNn nA 
k e, La 


ZY WA M 7 100 SIR 


EWA Y 


SA TW A OWIANY IAW 


nad A. BAĆ 


"PASO PEZ a r ,. 


138 WŁADYSŁAW NATANSON. 


w znaczeniu uogólnionem. Spółezynniki P, oraz zmienne 9, sa w ogóle 
funkcyjami parametrów p, Jakkolwiek zatem moglibyśmy zawsze wy- 
razić pracę elementarna w kształcie 


j=m i=n 2 i 
(2) òw = ) Q dp, gdzie Q, =) P, k 


odróżnienie przecież zmiennych g, od zmiennych niezależnych p, będzie 
nam użyteczne. 


W nieskończenie małej przemianie, przy której układ wykonywa 
na zewnątrz pracę ò W, pobiera on z zewnatrz pewna ilość ciepła, która 
oznaczamy przez 


(3 | 10- Y R tg, 


mierzac ja jednostkami pracy. Założeniem tem określamy spółczynniki 
cieplne układu Æ, , Æ, .... R,. Pojęcie spółczynnika cieplnego jest 


n * 


uogólnieniem pojęć „ciepła właściwego* oraz „ciepła utajonego*. 


2. Przypuśćmy, że układ Á podczas pewnej nieskończenie małej 
przemiany pobiera ciepło tylko z jednego źródła, n. p. z ciała c, o tem- 
peraturze £. Nazwiemy taka przemianę— nieskończenie mała mon o ter- 
miezną przemianą. Podobnież nazwiemy zjawisko skończone zjawiskiem 
monotermieznem, jeśli w całkowitym jego przebiegu układ, ulegajaty 
zjawisku, pobiera ciepło z jednego tylko źródła, o temperaturze zawsze 
jednakowej. Pojęcie skończonego zjawiska monotermieznego jest oczy- 
wiście pewnem uogólnieniem pojęcia zwykłego zjawiska izotermicznego. 


W powyższych założeniach i oznaczeniach wyrażamy zasadę , która 
odkrył Carnot a uogólnił Clausius, w sposób następujacy. Każde 
możliwe zjawisko kołowe, składajace się z nieskończenie małych zja- 
wisk monotermicznych, czyni zadosyć warunkowi : 


ò 
(4) (5 < 0, gdy jest nieodwracalne, lub 
(5) (7 = 0, gdy jest odwracalne. 


Całkowanie w obu wzorach rozciaga się do całego obiegu koło- 
wego. Ztad wynika, iż każde możliwe zjawisko niekołowe, składajace 
się z nieskończenie małych zjawisk monotermicznych, czyni zadosyć 
następującym warunkom : 
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B 

| > — (8,— Sa) < 0, gdy jest nieodwracalne; lub (6) 
B 39 

S — (8, — 8,) = 0, gdy jest odwracalne, (7) 


jeśli prowadzi ono układ od określonego stanu (4) do określonego stanu 
(B), jeśli S, i S, oznaczaja wartości entropii układu w stanach (4) i (B) 
1 jeśli nareszcie istnieje jedna przynajmniej droga odwracalna , na której 
można układ ze stanu (B) odprowadzić powrotnie do stanu (4). 

Ztad dalej wynika, dla zjawisk skończonych monotermicznych, 
następujaca postać szczególna zasady Carnota-(lausiusa. Każde 
możliwe zjawisko kołowe monotermiczne czyni zadosyć warunkowi 


| ÒQ < 0, gdy jest nieodwracalne; lub (8) 


| ŠQ =0, gdy jest odwracalne; (9) 


każde zaś możliwe zjawisko monotermiczne, prowadzace układ od sta- 
nu (4) do stanu (B), czyni zadosyć warunkowi (w razie istnienia drogi 


powrotnej odwracalnej) 
B 


| 09 — £ (Ss — Sa) < 0, gdy jest nieodwracalne; lub (10) 
A 
B 
| ÒQ — t (Sa v Sa) = 0, gdy jest odwracalne. (11) 
A 
Twierdzenia te stosowano zazwyczaj wyłacznie do zjawisk izoter- 
micznych. 
Nareszcie, dla przemian nieskończenie małych monotermicznych 
otrzymujemy, jako warunek możliwości przemiany : 


80—£88 < 0, gdy jest nieodwracalna; lub (12) 
òQ — £88 = 0, gdy jest odwracalna. (13) 


Przytem przemiana przeciwna odwracalna winna być możliwa. 

Jeśli dwie nieskończenie małe przemiany monotermiczne, jedna 
odwracalna, druga zaś nieodwracalna, zaczynaja się od stanów układu 
dokładnie jednakowych i kończa się na stanach podobnież jednakowych, 
wówczas przyrosty entropii ò, które w nich nastapia, sa jednakowe; 
możemy przeto wówczas powiedzieć, łaczac równanie (13) z nierówno- 
scia (12): w przemianie monotermicznej nieodwracalnej układ pochłania 
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mniej ciepła (lub tyleż), niż w przemianie odwracalnej, prowadzącej od 
tegoż stanu poezatkowego do tegoż końcowego, jeśli w ogóle w prze- 
mianach tych ciepło przez układ jest pochłaniane. Jeśli, przeciwnie, 
w przeraianach tych ciepło przez układ jest wydzielane, wówczas w prze- 
mianie monotermieznej nieodwracalnej układ wydziela więcej ciepła (lub 
tyleż), niż w przemianie odwracalnej, która jej odpowiada. 


Oznaczmy przez U energiję wewnętrzna układu. Mamy zawsze 


(14) 50 =3U+Y P, ba: 


bez względu na to, czy przemiana jest odwracalna, czy nieodwracalna 
(jeśli tylko nie jest połaczona z wytwarzaniem lub zużywaniem energii 
kinetycznej molarnej). Mamy zatem, zamiast warunków (12) i (13), 
następujace 


(15) SU—t£88 + KA DY < 0, dla przemiany nieodwracalnej; 


SZA 


(16) 8U— £88 + NE: òg; = 0, dla przemiany odwracalnej. 


W dwóch nieskończenie małych monotermicznych przemianach, za- 
czynajacych się od stanów układu jednakowych i kończacych się na sta- 
nach jednakowych, przyrosty energii 8U sa podobnież jednakowe, jak 
przyrosty entropii; przypuszczając zatem, że, z pomiędzy owych dwu 
przemian, jedna jest nieodwracalna, druga zaś dódwracalna, i łaczące ró- 
wnanie (16) z nierównościa (15), możemy powiedzieć : w przemianie mo- 
notermicznej nieodwracalnej układ wykonywa mniej pracy (lub tyleż), 
niż w odpowiadajacej jej przemianie odwracalnej, jeśli w ogóle w prze- 
mianach tych praca przez układ jest wykonywana. Jeśli, przeciwnie, 
w przemianach tych praca wykonywana jest na układzie, wówczas 
w przemianie monotermicznej nieodwracalnej układ zużywa więcej pracy 
(lub tyleż), niż w przemianie odwracalnej, która jej odpowiada. 


3. Przypuśćmy teraz, że w pewnej nieskończenie małej przemianie 
warunek monotermiczności nie jest zachowany : przemiana odbywa się 
politermieznie, t.j. układ pobiera spółcześnie ciepło od kilku źródeł 
c,e',... o różnych temperaturach t, t”,... Dzielimy wówczas układ 
na części takie, ażeby każda z pomiędzy nich ulegała przemianie mo- 
notermicznej; jeśli to jest możliwe, sprowadzamy zadanie do poprzed- 
niego przypadku. Niechaj jedna z tych części pobiera od źródła c, 
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o temperaturze t'*, ilość ciepła 8Q0* w nieskończenie małej przemianie; 
niechaj entropija jej wynosi S; będziemy mieli, dla tej ezęści, 
80 — 46886 < 0, dla przemiany nieodwracalnej; lub (17) 
SQ) — H 886) = 0, dla przemiany odwracalnej. (18) 
Ztad otrzymamy dla całego układu 
30—) (9386 < 0, dla przemiany nieodwracalnej, lub (19) 
G 


òQ — $ to SS = 0, dla przemiany odwracalnej. (20) 


Przy wyliczaniu [z równania (20)] największej ilości pracy, jaka 
uzyskać można w określonej przemianie (a mianowicie na drodze od- 
wracalnej), możemy wprowadzić temperaturę ż,, określona jak następuje: 


>. K9 BIO — t, ) 386) (21) 
E 


E 


i przypuszczać, że układ uważany nie pobiera nigdy ciepła od ciał 
;... 0/8). . . bezpośrednio, ani też nie oddaje im go nigdy bezpo- 
średnio, lecz raczej, iż pobiera (lub oddaje) ciepło z jednego (lub do 


jednego) tylko ciała c,, o temperaturze t, ; ciało zaś c, odbiera lub od- 


daje ciepło ciałom c*% za pomocą maszyn termodynamicznych odwra- 
calnych. Ta droga poszedł najpierwszy Sir W. Thomson a za nim 
p. Tait w zadaniu o „ruchliwości termodynamicznej“, następnie zaś 
p. Gouy w analogicznem lecz ogólniejszem zadaniu o „energii poży- 
tecznej*. 


4. Zamiast nierówności (19) i równania (20) możemy napisać, po- 
dobnie jak poprzednio, 


SU -) EE SEO ) P, 8q, < 0, dla przemiany nieodwracalnej; lub (22) 


U -7 A 8864) P, òq: = 0, dla przemiany odwracalnej ; (23) 
U oznacza tu, jak w przypadku poprzednim, energiję wewnętrzna ca- 
łego układu. Gdy jednak zmiennemi niezależnemi sa, jak założyliśmy, 
parametry p,, przeto mamy ogólnie 


j=m U j=m 98) i=n jzm dq 
aaia ) Ć* oj: Ae Yo, 


dla przemiany nieodwracalnej; dla przemiany odwracalnej taż sama suma 


winna równać się zeru. Oznaczmy dla zwięzłości sumę tę przez òĪl, 
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Możemy nadać, o czem łatwo jest się przekonać, cztery kształty 
sumie òl. Kształty te sa następujace : 


"J X a zda Bey x (e) == q: l 
(25) 8TI= ` 5 ra G ) + +) Pa ap, | PP 


J-X ge) 5(2 s SBa X 
(26) 3II-- | a Paw +) 5" z Pace èp. 


(27)8II= ace W +) P ag | òp, . 
(28)01I= 5 £ z P,q.) JE Si, DRE 4: 3 | Bp, 


ki" 


Dla uproszczenia opuściliśmy znaki przy sumach w pierwszych 
wyrazach powyższych nawiasów; powtarzamy przeto, że: sumowanie 
względem (:) dotyczy wszystkich części, z których układ się składa; 
sumowanie względem i dotyczy wszystkich zmiennych , których zmien- 
ność połaczona jest z wykonywaniem pracy; sumowanie względem j 
dotyczy wszystkich zmiennych, uznawanych za niezależne. 

W takich zatem czterech kształtach przedstawić można zasadnicze 
prawo termodynamiki : 


(29) òl < 0 dla przemiany nieodwracalnej ; 
(30) ò = O dla przemiany odwracalnej. 


5. Zmiany nieskończenie małe parametrów Śp, uważaliśmy dotych- 
czas za zupełnie dowolne. Poddajmy je teraz warunkowi, ażeby było 


zawsze 
Miksa +YP 2t | 3p = 0; czyli 


y s») a a) 5 P * òp = 0; 
E f way Biz 3 


JS 


(31) 
dla takich zmian Óp, napiszemy warunki (29) i (30) w następującej po- 
staci szczególnej : 


(32) 0(U— YORO < 0 dla przemiany nieodwracalnej ; 


e 


(33) 5( U— pi ) H) = 0 dla przemiany odwracalnej. 
£ 
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Każda zatem przemiana, czyniaca zadosyć związkowi (31), po- 
winna, ażeby być możliwa, łaczyć się ze zmniejszaniem się (lub stało- 
ścia) funkcyi termodynamicznej U — Zł S©, Przypuśćmy zatem, 


E 
że funkcyja ta przybrała, dla pewnego stanu układu i otoczenia, war- 
tość najmniejsza ze wszystkich, jakie mieć może przy zachowaniu 
warunku (31); w tym stanie wówczas (w założeniu, że warunek nie 
może być zerwany) żadne zjawisko nie będzie możliwe, prócz tych, 
które nie zmieniaja wartości wymienionej funkcyi. Jeśli. nadto przypu- 
scimy, że zjawiska odwracalne sa granica zjawisk nieodwracalnych 
(w tem znaczeniu, iż w warunku możliwości zjawiska nieodwracalnego, 


jak (32) n. p., i we wszystkich nierównościach poprzednich znak < 


należy zastąpić przez < ), otrzymamy twierdzenie, że równowaga ter- 
modynamiczna musi zachodzić (w razie, gdy warunek (31) nie może 
być zerwany) wówczas, gdy funkcyja termodynamiczna PEN AA isi 


jest najmniejszością (najmniejszościa względna, związana nałożonym wa- 


runkiem). 
Najprostszym przypadkiem, w którym warunek (31) jest spełniony, 


jest ten, w którym zmiany Śp, czynia zadosyć warunkom : 


jm GE) 
a: — M, BO W j. 84% = 0 dla wszelkiego (e); oraz (34) 


j=m (=h 


ka 2% 5p 29, R we tf: TEN — 0. (35) 


Wówczas zatem parametry p, zmieniaja się tak, że nie zmienia się 
żadna z temperatur £*, i że praca nie jest wykonywana. Ten ostatni 
warunek jest n. p. spełniony, gdy nie zmienia się, skutkiem zmian w pa- 
rametrach p,, żadna z pomiędzy zmiennych g,, dla której odpowiedni 
spółczynnik dynamiczny P, jest różny od zera. Dzięki odróżnieniu zmien- 
nych p, od zmiennych g; widzimy, że, pomimo spełniania warunków 
(34) i (35), parametry moga w ogólnym przypadku ulegać niezliczonym 
rozmaitościom zmian wirtualnych; gdybyśmy, nakładając warunek , nie 
skrępowali zmian wirtualnych w wartościach parametrów, lecz zmiany 
te uniemożliwili, odebralibyśmy dowodowi wszelka siłę przekonywajaca. 
Niejasność w tym względzie cechuje, zdaniem naszem, rozumowania 
wielu autorów, którzy przedmiot niniejszy badali. 


Na mocy przytoczonych twierdzeń, nadalibyśmy tunkeyi powyż- 
szej, która oznaczamy przez 


F=U—Zt" ge (36) 
Ẹ 
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nazwę potencyjału (termodynamicznego) izotermiczno -ady ua- 
micznego. Massieu badał tę funkceyję w najprostszych przypadkach; 
następnie Gibbs, Maxwell, Helmholtz, Duhem zajmowali się 
nia w przypadku, gdy liczba temperatur £*% sprowadza się do jednej. 


Dla wszelkich zjawisk odwracalnych mamy zawsze, jak wynika 
z równania (30): 


(37) obi ED = 


J 
gdzie j = 1, 2, ... m; inaczej R przy zupełnie dowolnych 8p,, 
równanie (30) nie może być zawsze spełnione. 


6. Zmiany nieskończenie małe parametrów Śp, poddajmy warun- 
kowi, ażeby było zawsze 


(38) W ELG 


Oznaczmy przez P druga funkcyję termodynamiczna : 
(39) =U—) TINAA P;q 
Awa E 


różniaca się od funkcyi F o wyraz E P, q,, czylio „silnik termodyna- 


miezny*. Z nierówności (29) i równań (30) i (26) wnosimy, że dla 
zmian Śp,, które czynia zadosyć warunkowi (38), mamy 


(40) òP < O dla przemiany nieodwracalnej ; 


(41) òp = O dla przemiany odwracalnej. 


Na mocy tych wzorów dowodzimy zupełnie podobnie, jak powyżej 
dowodziliśmy dla funkcyi F, iż w razie, gdy warunek (38) stale jest 
spełniony, równowaga termodynamiczna musi zachodzić, gdy funkcyja 
P osiagnęła wartość najmniejsza ze wszystkich, jakie mieć może przy 
zachowaniu rzeczonego warunku. Ponieważ zaś warunek ten jest speł- 
niony najprościej, gdy 


)=m (e) 
(42) 3 p, = 0 t. j. 86 =0 dla wszelkiego (e); oraz 
35=m% = 9P, f ; RZS ; 
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t. j. gdy parametry p, zmieniaja się tak, iż żadna z pomiędzy tempe- 
ratur £* nie zmienia się, i gdy ”) (naprzykład) żadna z pomiędzy sił 
P, nie zmienia się również, przeto funkeyi P nadalibyśmy nazwę po- 
teneyjału (termodynamicznego)izotermiezno-izodynamicznego. 
Potencyjał ten w najprostszych przypadkach rozważany już był przez 
Massieugo, Gibbsa, Duhema, Plancka i innych. Dla wszelkich zja- 
wisk odwracalnych mamy zawsze, dla dowolnej p,, 


IP Wo © P 
s WRS SCE) a" Tr EKG 2 ŻE —— è 
Op; F T p; 2 $i Op; ` Œ) 


Idac podobnież dalej, zbadamy własności funkeyi U oraz funkeyi 
i=n 
A= A BG (45) 


Dla zmian Śp,, cezyniacych zadosyć warukowi 


j m BOO) in 3q A | 
— te — P, SZ, >0 
lą | j Op, F M i 3p; Pj , (46) 
nierówność (29) i równanie (30) sprowadza się do kształtu 


8U<0 dla przemiany nieodwracalnej ; (4:7) 
òU = 0 dla przemiany odwracalnej. (48) 


Dla zmian zaś òp; , czyniacych zadosyć warunkowi 
j=m 95) i=n 9P. 

(Ah GEJ. EEES OEE > y RE b 

2 | > Jeż ) 2 A Bp, = 0 (49) 


3 Eg 


nierówność (29) i równanie (30) sprowadza się do kształtu 
80 <0 dla przemiany nieodwracalnej; (50) 
òQ = 0 dla przemiany odwracalnej. (51) 
Ztąd wynikają twierdzenia: w razie, gdy warunek (46) stale jest speł- 


niony, równowaga termodynamiczna musi zachodzić, gdy funkcyja U 
osiagnęła wartość najmniejsza ze wszystkich, jakie mieć może przy za- 


1) We „Wstępie do Fizyki teoretycznej“ (Warszawa, 1890, $$. 76, 79, 83) nazwa- 


EZR 
łem szczególne przypadki wyrazów © (€) t€) oraz £ qi òP: —ciepłem przeista- 
E EE 


czanem oraz praca przeistaczaną. Zachowując te nazwy, można oczywiście wy- 
razić warunki powyższe, dotyczące funkcyj F i ©, w kształcie nieco ogólniejszym. 


Rozprawy mat.-przyr. T. XXIV. E 15 


www.rcin.org.pl 


146 WŁADYSŁAW NATANSON. 


chowaniu rzeczonego warunku. Ponieważ zaś warunek (46) spełniony 
jest najprościej, gdy parametry p, zmieniaja się tak, że żadna z po- 
między entropij S$ nie zmienia się, i praca nie jest wykonywana, 
można przeto nazwać funkcyję U — potencyjałem (termodynamicz- 
nym) izentropowo-adynamicznym '). Wrazie zaś, gdy warunek 
(49) stale jest spełniony, równowaga termodynamiczna musi zachodzić, 
gdy funkceyja Q osiagnęła wartość najmniejsza ze wszystkich , jakie mieć 
może przy zachowaniu rzeczonego warunku. Ponieważ wreszcie warunek 
(49) spełniony jest najprościej, gdy parametry p, zmieniaja się tak, iż 
żadna z pomiędzy entropij Ś i żadna z pomiędzy sił P, nie zmienia 
się, zatem funkcyję (Q nazwać można —potencyjałem (termodyna- 
micznym) izentropowo-izodynamieznym. Dla wszelkich zjawisk 
odwracalnych mamy zawsze, przy dowolnej p,, 


SEE tgę OS: w 09; _ 
(52) WE ) DP 7 27 opisać 

90 (e) ISE Ę OP, 32 
(53) AE J A a u © 


Symetryja, która panuje w określeniach naszych funkcyj F, ©, 
UiQ, w ich własnościach i ogólnych naszych twierdzeniach, jest 
nowym objawem dualizmu termodynamicznego, zauważonego przez 
Gibbsa i Maxwella, a zwłaszcza przez Oettingena zbadanego i zastoso 
wanego, w najprostszych zreszta przypadkach. 

Należy tu zauważyć (wbrew zdaniom lub oczekiwaniom, wypowie- 
dzianym przez kilku autorów) iż żaden potencyjał termodyna- 
miezny nie może być bezpośredniem uogólnieniem zwy- 
kłego potencyjału dynamicznego. Albowiem zjawisko ruchu i zja- 
wisko spoczynku (równowagi statycznej) mieszcza się zarówno w kate- 
goryi zjawisk odwracalnych; jedno zatem od drugiego różnić się nie 
może najmniejszościa żadnego poteneyjału termodynamicznego. 


Oznaczajac symbolicznie przez (F, ©, U, Q) którakolwiek z po- 
między czterech funkcyj F, ©, U oraz Q, możemy powiedzieć, iż t. zw. 
termodynamika zjawisk odwracalnych zawiera się w równaniu 


') Zauważmy, iż twierdzenie to o potencyjale izentropowo - adynamicznym jest 
identyczne ze znaną termochemiczną zasada, głoszoną przez Berthelota pod nazwą 
>principe du travail maximum«e. Zasada Berthelota stosuje się zatem do szczególnego 
przypadku, którego urzeczywistnienie praktyczne jest trudne, 
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3? 3’ 
aa a ik 

Pi OP p, CP; 
gdzie p, i p, sa któremikolwiek dwiema (różnemi pomiędzy soba) zmien- 
nemi w szeregu p,, p,, ... Pm, pochodne zaś częściowe funkeyj F, ©, 
U oraz Q są dane przez równania (37), (44), (52) i (53). Z równania 
(54) wynikaja wszystkie zwiazki, które termodynamika wykrywa po- 
między rozmaitemi spółczynnikami każdego ciała, t. j. ilościowe prawa 
zależności, zachodzacych pomiędzy różnemi ciała własnościami. 


) (F, p, U, O) = 0, 


7. Ażeby objaśnić uwagę ostatnia, a zarazem rozpoznać niektóre 
własności funkeyj wprowadzonych, uważajmy odtad, ograniczajae się 
do zjawisk odwracalnych, szezególny przypadek, w którym tempera- 
tury 4% sprowadzają się do jednej £, entropije S% do jednej S, w któ- 
rym dalej zmienne 4, są identyczne ze zmiennemi p,. Mamy zatem, za- 
miast równań (37) i (52), następujace: 


9F 3t 

SPEND 2% A == 
A Et: 94, + P,=0; (55) 
ÓW 33 

A OK dh 20: 
Iq: I, ti | (56) 
gdzie F = U- ‘ts. (57) 


Będziemy uważali nadto drugi przypadek szezególny, w którym 
temperatury i entropije sprowadzaja się (jak poprzednio) do jednej tem- 
peratury i jednej entropii, zmienne zaś q, można uważać za funkcyje 
spółezynników P,, zatem te spółezynniki obrać za zmienne niezależne 
p,. Mamy wówczas 


949 „Ot 

4 | 28 
> Ua i Rab A 
gdzie © = Q — t$, U) 
zaś Q = U+) Pq. (61) 


Stosując twierdzenie (54) badź do funkcyi F, badź też do funkeyi U, 
a pochodne ich biorac z równań (55) i (56), otrzymamy łatwo 
IP: W; 98. 8t .08 


W Mb 4. 0. dodać 


ot 


(62) 


d, 
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gdzie q: i qi sa któremikolwiek dwiema różnemi zmiennemi w szeregu 
ds lar- + -3 dn. Wprowadźmy n.p. spółczynniki cieplne układu Æ; ($. 1) 
za pomoca równań 


| 98 
(63) R =tz 
a otrzymamy 


A EE BB. AA. 
02. dg, dg Ig 09, Ig, 2’ 


zatem, w obec równań (62), jest 


OP, OP, OR, OR, 
a> 3p ów T ag dg ' 
uogólnienie dobrze znanego w termodynamice zwiazku. W podobny spo- 
sób można uogólnić inne zwiazki analogiczne termodynamiki zwykłej. 
Stosujac n. p. twierdzenie (54) do funkcyi P, lub do funkeyi (2, a po- 
chodne ich biorac z równań (58) i (59), otrzymamy 
9 08 ał. 88 0q, qi 


(06) P OP. a DOE, OP. B? 


zwiazek analogiczny do poprzednich (62) i (64). 


Za pomocą zmiany zmiennych wreszcie możemy przejść bezpo- 
średnio od pierwszego naszego do drugiego szczególnego przypadku. 
Istotnie, uważając F za funkcyję ups zmiennych P;, otrzymamy 


67) B=) 9F qı " (P; qi) 
e AR L9Rv AR 2. SĄ 


Pisa ak a roty P 


=g— 8 =. jak w równaniu (58); 


równanie (59) otrzymalibyśmy zupełnie podobnie. 


Przypuśćmy dalej, że pragniemy zmianę zmiennych uskutecznić 
tylko częściowo; t. j. że n. p. uznajemy wielkości 


ER EROL RR PPOR zA 


za funkcyje zmiennych niezależnych 


s A AWADEPA SOA A E.E 
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Niechaj oznacza j którykolwiek z pomiędzy wskaźników 1, 2,... k; 
a m — którykolwiek z pomiędzy wskaźników l, ..., n. Miejsce da- 
wniejszej funkcyi P zastapi funkcyja 


f=k 
90 =F+) Pig. (68) 


Funkcyja P”%, otrzymana z określenia (68) moca założenia k= 0, 
jest funkcyja F; funkcyja P™ , otrzymana moca założenia k=n, jest 
dawniejsza nasza całkowita funkcyja P; możemy zatem powiedzieć, że 
szereg funkcyj częściowych P%, jakie otrzymamy, nadajac literze k 
wartości pośrednie 1, 2, .... (n— 1), stanowi przejście od funkcyi F 
do funkcyi P. 
Uskuteczniajae zmianę zmiennych częściowa, otrzymamy 

op” S oł 

p; % EB, 
równanie to jest wprawdzie pozornie identyczne z dawniejszem (58), po- 
chodne wszelako maja obecnie oczywiście inne już znaczenie. Dalej 
otrzymamy : 


(gdzie j = 1, 2,... b); (69) 


BODO M 3F tek 9P, W i=k BOVIÓ OP, (70) 
bak de a rz 
ot Ęę%. 3B 
ARE) aY, 2138 A s Ki 
c s pe, ; A s 914, «39, 
(ot 5 
= —P,„—$8 CE) (gdzie m=l,..., n). 


R . , . . ət 
Dla jasnosci oznaczyliśmy tu przez 55). oraz przez >). E 


chodna, wziętą przy dawniejszym układzie zmiennych niezależnych, oraz 
przy obecnym. 


Zupełnie podobne uwagi będą dotyczyły częściowej funkcyi (2% 


Q99 = U + 5 P, qi (71) 
dla której otrzymamy i 
IQW 08 CANE 
p 7% +t zp. (gdzie j=1, 2, ... k) (3) 
20% 98 
z. JAZ saal ER keea W). 7 
qm Patt PN (gdzie m =}, n) (73) 
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Ńtosując twierdzenie (54) do funkcyj P® i Q%, otrzymamy związek 


Ot 98 Ot IS- eRe D 
OP, i I Gm Ę 0q, ; OP; R” SE, » Iam ż 
analogiczny do poprzednich (62), (64) i (66). 


(74) 


Jako dalszy, jeszcze szczególniejszy przypadek obierzmy ten, któ- 
rym zajmowali się już Sir W. Thomson i inni w teoryi termodyna- 
micznej ciał sprężystych, a Helmholtz i Duhem w założeniu zmiennych 
dowolnych: gdy mianowicie zmienne q,...., qa sprowadzaja się do 
jednej temperatury, zmienne zaś q,, q,,...,qx Sa dowolne. Za zmienne 
niezależne obierzmy więc teraz 


badź) digas «5, gy ita hade też P,, FG... Pe, t. 


W wyrażeniu pracy elementarnej 
i=n 


(75) dW=) Pidq, + P,dt 


wyraz P, będzie równy zeru dla wielu zagadnień fizycznych; dla więk- 
szej wszakże ogólności możemy pozostawić go w rachunku. Z równań 
naszych otrzymamy w obeenym przypadku 


(76) SĘ Kolej 

(77) ma = — (P, + 8); 

następnie ~ 
(78) A ma 6+9, 

wreszcie 

(79) ƏR, _ IR, +8) 


ot 04, 
W drugim układzie zmiennych otrzymamy (opuszczając wskaźnik 


przy ©) 


aP 
(80) JP; T 4s 
IP 
(81) = — (P,+ 5); ztąd 
YA dq; Sa S) 
sz E 
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W drugim przypadku szczególnym, w którym można obrać za 
zmienne niezależne 


bądź gi; 61-45 gy, SZ DANA R P 2, DG 


otrzymamy : przy pierwszym układzie zmiennych 


, 


9U 3U r cZARESO j 
Emka Fr; ZŻ8 = (MS t); SB dq: T (83) 
przy drugim zaś układzie 
90 00 39, 9(P,—t 
(Bon da se W M 


SB TZPRROI 98 3B 

Łatwo też uogólnić można (i rozciagnać do funkeyj U i Q, gdy 
entropija jest jedna ze zmiennych niezależnych) znane twierdzenia o roli 
funkcyj Fi P, jako charakterystycznych, udowodnione przez 
Massieugo. Nareszcie, jeśli wszystkie zmienne 4: sprowadzaja się do je- 
dnej zmiennej v, wszystkie spółczynniki P; do jednego p, dW zaś 
przybiera kształt pdv; jeśli nadto P, = 0, — wówczas równania (78), 
(82), (83) i (84) [mianowicie trzecie z pomiędzy (83) i (84)| sprowa- 


dzaja się do 
s DA - el (G): 
Go,- (5). 


W pospolitych zatem „zwiazkach termodynamicznych* Maxwella 
tkwia w zarodku, jeśli wolno się tak wyrazić, cztery roztrzasane po- 


(85) 


wyżej potencyjały termodynamiczne. 


www.rcin.org.pl 


